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Olimpiadas de Matematicas

Las Olimpiadas de Matematicas son concursos entre alumnos del nivel medio superior, que incluyen la solucién de
problemas matematicos que no requieren de un cimulo de conocimientos, sino de ingenio, imaginacion, creatividad y
espiritu de busqueda. Con esto se busca fortalecer el interés de los participantes para profundizar en el estudio de
esta ciencia.

Inscripciones

v' Podran participar los alumnos de escuelas preparatorias, politécnicas, médulos e incorporadas a la Universidad de
Guadalajara.

v' Para su realizacién, la Olimpiada sera dividida en dos niveles.
Nivel I: alumnos de primero, segundo y tercer semestre.
Nivel II: alumnos de cuarto semestre en adelante.

v Cada plantel puede inscribir un maximo de cuatro alumnos en el nivel | y dos en el nivel Il con los siguientes datos:
- Nombre completo de los alumnos de su seleccion.
- Semestre en el que cursan.
- Nivel en el que participaran.
- Nombre completo del profesor que los acompafiara.

v Lainscripcion se realizara en la pagina de Internet:
http://lwww.olimpiadas-matematicas-jalisco.org

v' Las inscripciones se cerraran el dia viernes 19 de Octubre de 2007.

Concurso

Fecha: Sabado 27 de Octubre de 2007
Hora: 8:30 horas
Sede: Escuela Preparatoria 12

Corregidora No. 500 (Calle 40 ), S.R.,Tlaquepaque, Jal. C.P. 44420
Teléfono(s): 3617-1980, 3617-1870

El examen del concurso consta de cinco problemas sobre matematicas elementales que se deberan resolver en un
tiempo maximo de 4:30 horas.

La participacion es individual.
Los participantes deberan presentarse con lapices, colores y estuche de geometria.

No se permitira el uso de calculadores ni tablas matematicas.
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PROBLEMAS

PROBLEMA 1.
En cada subconjunto de siete elementos del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ordénalos de menor a mayor y toma
el elemento central. ; Cual es la suma de todos esos elementos?

PROBLEMA 2.
Obtén el valor de a en la siguiente figura:

PROBLEMA 3.

Una linea de camiones ha decidido premiar con pasaje gratis a todos las personas que la suma de las cifras del
namero que aparece en su boleto de camién sea 21. La promocion durara sélo por el mes de Enero, asi que
mandaron imprimir boletos que van del 1 al 2000. ¢ Cuantos boletos de éstos daran pasaje gratis a los usuarios?

PROBLEMA 4.

Un ndimero es “cuatreado” cuando al multiplicar sus cifras resulta un nimero que es multiplo de 4. Por ejemplo, 452 es
un numero “cuatreado” ya que 4 x 5 x 2 = 40 que es multiplo de 4. ; Cuantos numeros de 3 cifras existen que NO sean
“cuatreados”?

PROBLEMA 5.

Beatriz piensa en un numero. Daniel le indica que debe multiplicarlo primero por 5, luego multiplicarlo por 9 y
finalmente por 11. Daniel al tratar de adivinar el resultado le dice el nimero 3429 pero Beatriz le dice que tiene dos
digitos erréneos y que los otros dos estan en su posicion correcta. Encuentra todos los niumeros posibles que pudo
haber pensado Beatriz al inicio.

PROBLEMA 6.
La distancia entre dos ciudades A y B es de 999 kilébmetros. A lo largo del camino estan instalados letreros cada
kilometro, en los cuales la distancia entre A y B se marca de la siguiente manera:

Lo [9e2] [0 [998] [ 2 [997] wwe [998] 1 | [999] 0|
¢ En cuantos de estos letreros sélo se utilizan dos cifras diferentes para escribir los nimeros que estan en ellos? Por
ejemplo, se utilizan tres cifras diferentes (2, 7, 9) en el letrero:

G F
PROBLEMA 7.
Calcula el area sombreada de la siguiente figura, donde ABCD es un cuadrado -
de 3 cm de lado y DEFG es un cuadrado de 9 cm de lado:
A D E

PROBLEMA 8.

2007! .
—— €s.un numero entero.

Determina el mayor valor de n, tal que

PROBLEMA 9.

Un nifio hace una lista de 2007 numeros bajo el siguiente procedimiento: Si n es el dltimo numero que puso en la lista,
entonces el nuevo numero de la lista resulta de sumarle 1 a la suma de los digitos de n’. Por ejemplo, si un numero de
la lista es el 407, el siguiente nimero es el 32 porque tenemos que 407% = 165,649 y1+6+5+6+4+9+1=32
Sabiendo que el primer numero de la lista es el 2007, encuentra el Gltimo nimero que escribid el nifio en la lista.



PROBLEMA 10.

En una semicircunferencia de diametro AB se toma un punto C para
formar un triangulo de 100 cm? de rea. Utilizando como diametros a
los lados AC y BC del triangulo se construyen dos semicircunferencias
como se muestra en la figura.

Determina el valor del area sombreada.

PROBLEMA 11.
Encuentra el menor nimero que existe que utiliza sélo las cifras 3 y 7 (por lo menos una de cada una) de manera que
el nimero sea multiplode 3y de 7.

A

D
PROBLEMA 12. v
En la figura, ABC y CDE son triangulos equilateros iguales. Si el angulo ACD mide 74°. ‘(
Encuentra las medidas de los angulos del triangulo ABD. B [

E
PROBLEMA 13.
¢ Cuantas ternas ordenadas de numeros naturales (a, b, c) distintos de la unidad, hay tales que a-b-c = 7°%?

A
20
10 2
PROBLEMA 14.
Sea ABCDE un pentagono en el cual se trazan 4 de sus diagonales. Se
conocen algunas de las areas que se formaron con ellas como se S
muestra en la figura.
Encuentra el area del pentagono completo. 13 15
c
D

PROBLEMA 15.

es un entero.

. 1+11n
Sea n un numero natural. Encuentra los valores de n para los que 2
n

PROBLEMA 16.
Encuentra todos los nimeros capiclias de 3 digitos tales que al multiplicarlos por 11 se obtiene otro nimero capicua.

PROBLEMA 17.
Obtén todos los primos p tales que p2 + 77 tiene exactamente 5 divisores.

PROBLEMA 18.
Sea ABC un tridangulo escaleno de area 2007. Sea P un punto del lado BC y sean Q y R puntos sobre las rectas AC y
AB respectivamente tales que AP, BQ y CR son paralelas. Encuentra el area del triangulo PQR.
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PROBLEMA 19.
¢ Cuantas longitudes diferentes tienen las diagonales de un poligono regular de 2006 lados?



PROBLEMA 20.
Sobre el cuadrado ABCD se construye internamente un triangulo equilatero ABE y externamente un tridngulo
equilatero BCF. Demuestra que los puntos D, E y F estadn sobre una misma linea recta.

PROBLEMA 21.
De entre los nimeros capicuas de 5 digitos, ¢de cuales hay mas, multiplos de 11 o de los que sus digitos suman 21?
Un nimero es capicua si al invertir el orden de sus digitos, resulta el mismo nimero. Por ejemplo, 11, 232, 12321.

PROBLEMA 22.
Encuentra todos los enteros x, para los cuales x? + 3x + 5 es un cuadrado perfecto.

PROBLEMA 23.
El triangulo equilatero ABC esta inscrito en un circulo. Si M es un punto del arco BC. Demuestra que MC + MB = MA.
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PROBLEMA 24.
Una computadora primitiva considera como cero a todos los numeros reales x que satisfacen la desigualdad:
|X| < L
2010
¢ Para cuantos enteros positivos m, dicha computadora considera como cero al nimero m->5

Y 9
2006m -2010

PROBLEMA 25.
(a) Encuentra todos los numeros positivos de dos digitos que se incrementan 75% cuando sus digitos se invierten.
(b) Encuentra todos los numeros positivos de tres digitos que se incrementan 75% cuando sus digitos se invierten.

PROBLEMA 26.
El triangulo equilatero ABC esta inscrito en un circulo. Si M es un punto del arco BC. Demuestra que MC + MB = MA.

PROBLEMA 27.

Se tienen 40 puntos en el plano, de manera que no hay tres colineales. A cada punto se le asigna un numero del 1 al

40 sin repeticidon. Luego se une cada par de puntos mediante segmentos de recta de colores azul, rojo o verde de

acuerdo a las siguientes condiciones:

+ Si la suma de los numeros asignados a los puntos es multiplo de 3, el segmento correspondiente sera de color
azul.

% Si la suma de los numeros asignados a los puntos disminuida en uno es multiplo de 3, el segmento
correspondiente sera de color rojo.

% Si la suma de los numeros asignados a los puntos disminuida en dos es multiplo de 3, el segmento
correspondiente sera de color verde.

¢ Cuantos triangulos se han formado con sus tres lados de diferente color?

PROBLEMA 28.
Si en el triangulo ABC el angulo en B mide 62° y el angulo en C mide 45°, D, E y F son los pies de las alturas desde A,
B y C respectivamente. Cuanto mide el angulo FED?



SOLUCIONES

SOLUCION 1.

Contemos en cuantos casos tenemos a cada numero como elemento central. El conjunto elegido debe tener tres
numeros menores que el elemento central y tres numeros mayores, asi que el elemento central sélo puede ser 4, 5, 6
o 7. Asi que dividamos el problema en casos:

Caso 1. Cuando el elemento central es el 4.

Los tres numeros menores que él ya estan elegidos {1, 2, 3}, sélo falta escoger los tres numeros mayores que él del
6! 6x5x4x3x2x1 6x5x4

33! 3x2x1x3x2x1  3x2x1

Por lo que en este caso hay 20 subconjuntos donde el elemento central es el 4.

=20 formas.

conjunto {5, 6, 7, 8, 9, 10}. Esto lo podemos hacer de Cg =

Caso 2. Cuando el elemento central es el 5.
Primero hay que elegir los tres nUmeros menores que él del conjunto {1, 2, 3, 4}, eso lo podemos efectuar de 4 formas
41 4x3x2x1

3T 3x2x1x1

ya que C‘3‘ =4 . Para elegir los tres numeros mayores, debemos utilizar el conjunto {6, 7, 8, 9, 10},

51 5x4x3x2x1 5x4
3x2!  3x2x1x2x1  2x1
subconjuntos donde el elemento central es el 5.

de lo cual escogemos de Cg =10 maneras. Asi que en este caso tenemos 4 x 10 = 40

Caso 3. Cuando el elemento central es el 6.
También hay 40 subconjuntos, ya que para elegir los tres nUmeros menores lo hacemos de cg =10 maneras y para

elegir los tres nimeros mayores lo realizamos de C% =4 modos.

Caso 4. Cuando el elemento central es el 7.
También hay 20 subconjuntos, ya que para elegir los tres niumeros menores lo hacemos de Cg =20 formas y para

elegir los tres nUmeros mayores lo realizamos de C% =1 manera.

Para calcular la suma de todos los elementos centrales tenemos que:
20x4+40x5+40x6+20x7=80+200 + 240 + 140 = 660.

SOLUCION 2.
La figura mostrada es un heptagono, asi que la suma de sus angulos internos debe ser 900°. Nombremos cada uno
de los vértices del heptagono:

El angulo A mide 60°, el angulo B mide a, el angulo C mide 180° — 50° = 130°, el angulo D mide 40°, el angulo E mide
360° — q, el angulo F mide 30° y el &ngulo G mide 360° — a. Sumando los siete angulos tenemos: 60° + a + 130° + 40°
+(360° — a) + 30° + (360° — a) = 900°
980° — a = 900°
a = 80°
SOLUCION 3.
Dividamos el problema de la siguiente manera:



(a) Numeros del 0 al 999:

Con los digitos: Ndmeros:
399, 393 y 933
489, 498, 849, 894, 948 y 984
579, 597, 759, 795, 957 y 975
588, 858 y 885
669, 696 y 966
678, 687, 768, 786, 867 y 876
777
28 numeros
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(b) Numeros del 1000 al 1999:
Si el primer digito es el 1, los demas deben sumar 20:

Con los digitos: Nudmeros:

1299, 1929 y 1992
1389, 1398, 1839, 1893, 1938 y 1983
1479, 1497, 1749, 1794, 1947 y 1974

1488, 1484 y 1884
1569, 1596, 1659, 1695, 1956 y 1965
1578, 1587, 1758, 1785, 1857 y 1875

1668, 1686 y 1866

1677, 1767 y 1776

36 numeros
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En total hay 28 + 36 = 64 numeros.

SOLUCION 4.
Para que no sea multiplo de 4, tenemos las opciones:
(a) Que todos los digitos sean impares.
Aqui tenemos: 5 x4 x 3 =60 numeros
(b) Que los digitos sean impares y un 2.
Aqui tenemos tres formas de acomodar el 2. Para cada acomodo tenemos 5 x 4 = 20 nimeros. Por lo que son 60
numeros.
(c) Que los digitos sean impares y un 6.
Aqui tenemos tres formas de acomodar el 6. Para cada acomodo tenemos 5 x 4 = 20 nimeros. Por lo que son 60
numeros.
En total tenemos 180 numeros que no son “cuatreados”.

SOLUCION 5.

El nimero que obtuvo Daniel al final de las multiplicaciones debe ser multiplo de 5, de 9 y de 11. Para que sea multiplo
de 5, el numero debe terminar en 5 o en 0, pero como 561,812 termina en 2, entonces el digito de las unidades es uno
de los erréneos.

Veamos los dos casos:

(a) Siterminaen O:
El nimero queda como 561,810. Para que sea multiplo de 9, la suma de sus cifras debe ser multiplo de 9. Asi como
esta, lasuma de suscifrases5+6+1+8+ 1+ 0=21. Asi que a algun digito debemos sumarle 6 o restarle 3.

Al sumarle 6 sélo se lo podemos sumar a los 1 o al 0 (pero el 0 no lo podemos cambiar porque ya lo habiamos hecho),
porque los demas ya no serian digitos, asi que las posibilidades son: 567,810 y 561,870. Para ver si son divisibles
entre 11 tenemos:

567,810 + 11 No se puede

561,870 + 11 No se puede

Al restarle 3 lo podemos hacer al 5, 6 u 8. Asi obtenemos: 261,810, 531,810 y 561,510. Para ver si son multiplos de
11 tenemos:
261,810 + 11 No se puede



531,810 = 11 No se puede
561,510 =+ 11 No se puede

(b) Siterminaen 5:
El niumero queda como 561,815. Para que sea multiplo de 9, la suma de sus cifras también debe serlo. Asi resulta, 5 +
6+1+8+1+5=26.Porlo que a algun digito hay que sumarle 1 o restarle 8.

Al sumarle 1 tenemos las siguientes opciones: 661,815, 571,815, 562,815, 561,915, 561,825 y 561,816. Dividiendo
entre 11 tenemos:

661,815+ 11 =60,165 60,165 + 9 = 6685 6685 +5=1337

571,815+ 11 No se puede

562,815+ 11 =51,165 51,615 + 9 = 5685 5685 +5=1137

561,915+ 11 No se puede

561,825 + 11 = 51,075 51,075 + 9 = 5675 5675 +5=1135

561,816 + 11 No se puede
Al restarle 8, s6lo obtenemos el numero 561,015 el cual no es posible.

Por lo tanto, los Unicos numeros que pudo pensar Beatriz son 1135, 1137 6 1337.

SOLUCION 6.

Observemos que si aparece el 0 en un letrero también debe aparecer un 9, si aparece un 1 debe aparecer un 8, un 2
conun 7,un 3 conun 6y un4conunb5. Asi que para que tengan sélo dos digitos diferentes pueden ser esas parejas,
Ocon9,1con8,2con7, 3con6y4conb. Lo anterior sucede porque en cada letrero, la suma de ambos nimeros
siempre es 999.

Utilizando 0 con 9, tenemos las siguientes opciones: 0, 9, 90, 99, 900, 909, 990, 999. Asi que tenemos 8 letreros: 0 —
999, 9 — 990, 90 — 909, 99 — 900, 900 — 99, 909 — 90, 990 - 9, 999 — 0. Lo mismo sucede con las otras cuatro parejas:
111 - 888, 118 — 881, 181 — 818, 188 — 811, 811 — 188, 818 — 181, 881 — 118 y 888 — 111, etc. Asi que tenemos 8 x 5
= 40 letreros en donde se utilizan soélo dos cifras diferentes.

SOLUCION 7.
Sea P el punto de interseccion de los segmentos AG y BC. Observemos que lo triangulos ABP y GCP son semejantes,

ya que ambos triangulos son rectangulos y tienen dos angulos opuestos por el vértice.
G F

/

A D E

Estableciendo la relacién de semejanza tenemos que:

GC_CP_GP

AB BP AP
Pero sabemos que GC =6 cm y AB = 3 cm. Asi que:

6_CP_GP_,

3 BP AP
Por lo que CP = 2 BP. Ademas, BC =3 cm, y BP + CP = BC. Eso quiere decir que CP =2 cm y BP =1 cm. El area del
triangulo GCP es igual a w =6cm?.
El tridngulo AGF tiene de base a FG = 9 cm y de altura a EF = 9 cm, asi que su area es igual a m = %sz_

81 69

El area sombreada es igual al area del triangulo AFG menos el area del triangulo GCP, es decir 5 6= > cm



SOLUCION 8.
Para este problema debemos contar el total de factores 7 que tiene el numero 2007!

Primero veamos cuantos multiplos de 7 hay: 20707 ~ 286

2007 ~ 40

2007 _

343
Finalmente, observemos que no hay multiplos de 7% = 2401.

Ahora veamos cuantos muiltiplos de 7° = 49 hay:

Luego veamos cuantos multiplos de 7° = 343 hay: 5

Asi que el total de factores 7 que tenemos es 286 + 40 + 5 = 331.

Por lo tanto, el mayor valor de n posible es n = 331.

SOLUCION 9.

Construyamos los primeros numeros de la lista:
2007 20077 = 4028049 4+0+2+8+0+4+9+1=28
28 28° =784 7+8+4+1=20
20 20% = 400 4+0+0+1=5
5 5% =25 2+5+1=8
8 8% = 64 6+4+1=11
11 112 =121 1+2+1+1=5
5 5% =25 2+5+1=8
8 8% = 64 6+4+1=11
11 112 =121 1+2+1+1=5

Veamos que a partir del cuarto nimero en la lista se sigue un ciclo de tres elementos 5, 8, 11, 5, 8, 11, etc.

Si quitamos los tres primeros numeros de la lista, nos quedan 2004 en donde el ciclo se repite. S6lo hay que dividir

2004
3

2004 entre 3 para ver si el ciclo cabe completo: =668 . Esto quiere decir que el numero que escribio fue el 11.

SOLUCION 10.
Como ABC es un triangulo inscrito en una circunferencia donde su diametro es AB, entonces el triangulo ABC es un
triangulo rectangulo. Si aplicamos el Teorema de Pitagoras tenemos:
AB? = AC? +BC?
El area sombreada la podemos calcular de la siguiente manera:
Area del triangulo ABC + Area del semicirculo con diametro AC +
+ Area del semicirculo con diametro BC — Area del semicirculo con didametro AB

Area del triangulo ABC = 100 cm?
ﬁ( ACT
g 2
Area del semicirculo con diametro AC = 2 =T ':;C
”(BCT
h 2
Area del semicirculo con diametro BC = ; = ”'ic
AB?
' 2 - AB2
Area del semicirculo con diametro AB = = i 5

Asi que el area sombreada queda como:
. 2 . 2 . 2
il QC + I iC _z ':B =100 + %(AC2+BCz—ABZ) =100 + %(ABZ—ABZ) = 100 om’.

100 +



SOLUCION 11.

Para que el numero que encontremos sea multiplo de 3, la suma de sus cifras debe ser multiplo de 3. Asi que no
importa la cantidad de cifras 3 que coloquemos siempre y cuando utilicemos una cantidad que sea multiplo de 3, de
digitos 7.

Esto nos da el menor nimero posible que es multiplo de 3: 777, pero no cumple ya que no tiene cifras 3.

Si le agregamos un 3, tenemos los siguientes numeros: 3777, 7377, 7737 y 7773. Pero ninguno de ellos es multiplo de
7.

Si a los anteriores les agregamos otro 3, tenemos los siguientes numeros: 33777, 37377, 37737, 37773, 73377,
73737, 73773, 77337, 77373y 77733.

De ellos, los primeros dos no son multiplos de 7 pero el tercero si. Asi que el menor numero es el 37737.

SOLUCION 12.
Primero observemos que AB = AC = BC = CD = CE = DE. Asi que el triangulo ACD es is6sceles, por lo que los
angulos CAD y CDA son iguales y miden 53°.

El angulo BCD mide 134° ya que es la suma de un angulo de un triangulo equilatero con el angulo de 74°. El triangulo
BCD también es is6sceles asi que los angulos CBD y CDB son iguales y miden 23°.

Los angulos del triangulo ABD los podemos calcular de la siguiente manera:
ZABD = Z/ABC — «CBD = 60° - 23° = 37°
«/ADB = Z/ADC - /BDC = 53° - 23° = 30°
/BAD = /BAC + ZCAD = 60° + 53° = 113°

SOLUCION 13.
Como 7 es primo, entonces a-b-c = 7°-7%7" = 7 por lo que p + g + r = 39. Entonces el problema se reduce a
encontrar numeros naturales p, q y r tales que su suma es 39.

Si utilizamos separadores, tenemos que repartir 39 objetos con 2 separadores, pero como cada letra debe tener al
menos una unidad, repartimos una de cada una a cada letra y nos quedan 36 objetos por repartir.

El problema se reduce a calcular las permutaciones de 36 objetos y 2 separadores, es decir,
38! 38x37
P2 =3ga = 2 100

SOLUCION 14.
Nombremos el resto de los vértices como indica la figura:

A Observemos que los triangulos AEP y ABP comparten la altura que sale
del vértice A. Asi que la razon existente entre las areas de estos
20 B triangulos es igual a la razon de sus bases, es decir:
10 :
p zf\reLAEP):E asi que E:E y de ahi BP = 2EP.
E area(ABP) BP 20 BP
5
3 De la misma forma sucede con los triangulos DEQ y DCQ, por lo que CQ
15 = 2EQ.
15
c
Por el criterio LAL de semejanza tenemos que los triangulos EPQ y EBC
son semejantes y en razén 1 a 3, ya que EC = 3EQ y EB = 3EP. Asi que
s la razén entre sus areas es 1 a 9. Como el area del triangulo EPQ es 5,

entonces el area del triangulo EBC es 45 y por consiguiente, el area del
cuadrilatero BCQP es 40. Por lo tanto, el area del pentagono es: 10 + 20+ 5+ 40 + 15+ 15 + 15 = 120.



SOLUCION 15.
2+22n
2n-1

. 1+11n - 2(1+11n) 1
La expresion o1 podemos reescribirla como: 2\t :E

o1 j Esto nos reduce el problema a encontrar
n j—

) C n .
para qué valores de n la expresion €s un numero par.

2+22n  22n-11+13  112n-1)+13 11+ 13

2n-1  2n-1  2n-1  2n-1
Para que lo anterior sea un numero entero, 2n — 1 debe ser un divisor de 13. Esto sélo se cumple para2n—-1=1y
para2n—-1=13,esdecirn=1yn=7

n , -
es un numero par, entonces son los unicos valores que cumplen.

Como para ambos casos, la expresion

SOLUCION 16.
Sea aba el numero que deseamos encontrar, entonces la multiplicarlo por 11 nos queda:
a b a
X
1 1
a b a
a b a

Observemos que en la multiplicacién el ultimo digito es a, asi que el primero también debe serlo. La unica condicion
para que eso se cumpla es que a + b no sea mayor o igual que 10, ya que el digito de la izquierda superaria el valor
de a.

Bajo estas condiciones tenemos lo siguiente:

Sia=1,bpuedeser0,1,2 3,456, 7y8.
Sia=2,bpuedeser0,1,2,3,4,56y7.
Sia=3,bpuedeser0,1,2,3,45y6.
Sia=4,bpuedeser0,1,2, 3,4y5.
Sia=05,bpuedeser0,1,2 3y4.
Sia=6,bpuedeser0,1,2y3.

Sia=7,bpuedeser0,1y2.
Sia=8,bpuedeser0y1.
Sia =29, b puede ser 0.

Asi que todos los numeros que cumplen son: 101, 111, 121, 131, 141, 151, 161, 171, 181, 202, 212, 222, 232, 242,
252, 262, 272, 303, 313, 323, 333, 343, 353, 363, 404, 414, 424, 434, 444, 454, 505, 515, 525, 535, 545, 606, 616,
626, 636, 707, 717, 727, 808, 818 y 909.

SOLUCION 17.
Para que un numero tenga exactamente 5 divisores, necesariamente debe ser un primo q elevado a la cuarta
potencia, es decir, *. De aqui tenemos que:

p?+77=q*
q*-p?=77
(@ -pJa? +p)=77
El 77 tiene so6lo dos maneras de expresarse como el producto de dos nimeros naturales: 1 x 77y 7 x 11.

Asi que tenemos dos casos:
(q2 +p)= 77 (q2 —p)z 1, de donde q*=39y p = 38. Lo cual no cumple, ya que q no es entero.

(q2+p):11 (qz—p):7, dedonde q°=9,q=3yp=2.

Asi que el Unico primo que cumple es p = 2.



SOLUCION 18.
Este problema se basa en dos hechos importantes:
1. Cuando tenemos dos triangulos ABC y ABD con la misma base y el
tercer vértice sobre una paralela a la base, entonces sus areas son
iguales.

Esto sucede porque la distancia entre AB y CD es la misma, que es la
altura de ambos triangulos. A B

2. Cuando un triangulo ABC esta dividido por un segmento AD con D sobre el
lado BC, entonces tenemos BD :w.
DC é&rea(ACD)

En efecto, la altura h del triangulo ABC que corresponde al vértice A es la

misma para los triangulos ABD y ACD. Asi que el area(ABD) = @ y el 8 P ¢
i (BD)h
area(ACD) = (CDh . Asi que ?rea(ABD) =52 _Bb
2 area(ACD) P DC

Veamos la figura:
Como AP // BQ, entonces area(APQ) = area(ABP) por el hecho 1. De la misma
manera, AP // CR, entonces area(APR) = area(ACP) por el hecho 1.

area(ABC) = area(ABP) + area(ACP) = area(APQ) + area(APR) = 2007

Ahora, ya habiamos dicho que AP // CR asi que por Teorema de Tales
BP _ AB _ area(ABC)
PC AR 4area(ACR)’
También, AP // BQ y por Teorema de Tales BP = AQ = —a'rea(AQR) .
PC AC area(ACR)
area(ABC) area(AQR)

or lo tanto area(ABC) = area(AQR) = 2007
area(ACR) _ area(ACR) " (ABC) (AQR)

Asi que

B P c
Finalmente, area(PQR) = area(AQR) + area(APQ) + area(APR) = area(ABC) + area(ABC) = 2007 + 2007 = 4014.

SOLUCION 19.

Sean V4, V,, Vs,..., Ve los vértices del poligono de 2006 lados. Tomemos el vértice V; y tracemos todas las
diagonales que salen de él. Veamos que de ese vértice salen 2003 diagonales, las cuales son: V{V3, V V,, V4Vs,...,
V1V2005-

La diagonal mas grande de ellas es la que se forma con el vértice opuesto de V4, es decir, V,V4004. Esta diagonal es un
eje de simetria para el poligono asi que sdlo contaremos las diagonales de uno de los dos lados. Dichas diagonales
son 1002, las cuales son V V3, V1V4, V4Vs,..., V4Vi004. Cada una de esas diagonales tiene su simétrica, para V V3 es
V1Vao0s, V1V4 €5 V4Vyg04, €tc. Quiere decir entonces que para el vértice V, existen 1002 diagonales de distintos
tamafos.

El resto de las diagonales del poligono se obtienen rotando las que se trazaron a partir de V4, tomando fijos los demas
vértices. Asi que solo existen 1002 longitudes diferentes en las diagonales de un poligono regular de 2006 lados.



SOLUCION 20.
Como ABCD es un cuadrado, y los triangulos ABE y BCF son equilateros, A B
entonces AB = BC = CD = AD = AE =BE = BF = CF.

Por lo anterior, el tridngulo ADE es isdsceles. Como el angulo DAB mide
90° y el angulo EAB mide 60°, entonces el angulo DAE mide 30°. Asi que F
los angulos ADE y AED miden 75°.

De la misma manera, el triangulo BEF es is6sceles. El angulo EBC también E
mide 30° y el &ngulo CBF mide 60°, asi que el &ngulo EBF mide 90°. Por lo
tanto, los angulos BEF y BFE miden 45°.

Ahora veamos la medida del angulo DEF: #DEF = ZDEA + ZAEB + ZBEF = 75° + 60° + 45° = 180°. Por lo que los
puntos D, E y F estan alineados.

SOLUCION 21.
Sea abcba el numero capicua de 5 digitos.

Caso 1: Los que son multiplos de 11.
Para que sea multiplo de 11 se debe que cumplir que (a + ¢ + a) — (b + b) sea multiplo de 11, es decir, 2a —2b + c es
multiplo de 11. Ahora analicemos entre qué valores se encuentra dicha expresion:

El mayor valor que pueden tomar a y ¢ es 9 y el menor valor que puede tomar b es 0, asi que el maximo valor de la
expresion 2a — 2b + c es 2(9) — 2(0) + 9 = 27. De la misma manera, el menor valor que puede tomar a es 1 (porque el
numero es de 5 digitos), el menor valor de ¢ es 0 y el mayor valor de b es 9, entonces el minimo valor de la expresion
2a-2b+ces2(1)-2(9)+0=-16.

Asi que para que la expresién 2a — 2b + ¢ sea multiplo de 11, s6lo puede ser igual a-11, 0, 11 6 22.

-11-c¢c

Veamos cuando 2a — 2b + ¢ = -11 tenemos que: 2(a—b)=-11—-c,asiquea—-b = . Asi que c es impar.

Sic =1, entonces a—b = -6. De aqui obtenemos los nimeros 17171, 28182 y 39193.
Sic =3, entonces a—b = -7. De aqui obtenemos los nimeros 18381 y 29392.

Sic =5, entonces a— b = -8. De aqui obtenemos el nimero 19591.

Para c =7 y ¢ = 9 no existen numeros que cumplan.

Veamos cuando 2a — 2b + ¢ = 0 tenemos que: 2(a—b)= —c,asiquea—-b = _70 Asi que c es par.

Si c =0, entonces a — b = 0. De aqui obtenemos los numeros 11011, 22022, 33033, 44044, 55055, 66066, 77077,
88088 y 99099.

Si c = 2, entonces a — b = -1. De aqui obtenemos los niumeros 12221, 23232, 34243, 45254, 56265, 67276, 78287 y
89298.

Sic =4, entonces a—b = -2. De aqui obtenemos los nimeros 13431, 24442, 35453, 46464, 57475, 68486 y 79497.

Si c =6, entonces a—b = -3. De aqui obtenemos los nimeros 14641, 25652, 36663, 47674, 58685 y 69696.

Si c = 8, entonces a—b = -4. De aqui obtenemos los nimeros 15851, 26862, 37873, 48884 y 59895.

Veamos cuando 2a — 2b + ¢ = 11 tenemos que: 2(a—b)= —c,asiquea—b = 117—0 Asi que c es impar.

Sic =1, entonces a—b = 5. De aqui obtenemos los nimeros 50105, 61116, 72127, 83138 y 94149.

Si c =3, entonces a — b = 4. De aqui obtenemos los numeros 40304, 51315, 62326, 73337, 84348 y 95359.

Sic =5, entonces a—b = 3. De aqui obtenemos los nimeros 30503, 41514, 52525, 63536, 74547, 85558 y 96569.
Sic =7, entonces a — b = 2. De aqui obtenemos los nimeros 20702, 31713, 42724, 53735, 64746, 75757, 86768 y
97779.

Sic =9, entonces a — b = 1. De aqui obtenemos los numeros 10901, 21912, 32923, 43934, 54945, 65956, 76967,
87978 y 98989.



Veamos cuando 2a — 2b + ¢ = 22 tenemos que: 2(a—b) = —c,asiquea—-b = % . Asi que c es par.
Sic =0, entonces a—b = 11. No es posible.

Sic =2, entonces a—b = 10. No es posible.

Sic =4, entonces a— b = 9. De aqui obtenemos el nimero 90409.

Sic =6, entonces a— b = 8. De aqui obtenemos los nimeros 80608 y 91619.

Sic =8, entonces a—b = 7. De aqui obtenemos los numeros 70807, 81818 y 92829.

En total tenemos 82 nimeros que son multiplos de 11.

Caso 2: Los que la suma de sus digitos es 21.

21-c¢

Al sumar sus digitos tenemos la ecuacion 2a + 2b + ¢ = 21, es decir, 2(@+b)+c=21conlocuala +b = . Para

que esto sea un entero, entonces ¢ debe ser impar.

Sic =1 entonces a + b = 10. Existen 9 nimeros: 91119, 82128, 73137, 64146, 55155, 46164, 37173, 28182 y 19191.
Si c = 3 entonces a + b = 9. Existen 9 numeros: 90309, 81318, 72327, 63336, 54345, 45354, 36363, 27372 y 18381.
Si c =5 entonces a + b = 8. Existen 8 nimeros: 80508, 71517, 62526, 53535, 44544, 35553, 26562 y 17571.

Sic =7 entonces a + b =7. Existen 7 numeros: 70707, 61716, 52725, 43734, 34743, 25752 y 16761.

Si c =9 entonces a + b = 6. Existen 6 niumeros: 60906, 51915, 42924, 33933, 24942 y 15951.

Asi que en total hay 39 numeros.

Por lo tanto, hay mas nimeros que son multiplos de 11.

SOLUCION 22.
Sea p2 el cuadrado perfecto que se obtiene con x* + 3x + 5, es decir, X’ + 3x + 5 = p2. Ahora, modificando esta

expresion tenemos: x* + 3x + (5 — p°)= 0.
—3+{(3)2 -4((5-p?) —-3+44p2 11

2 2
Como x es un entero, entonces p debe cumplir que 4p2 — 11 es un cuadrado perfecto, es decir, 4p2 -11=m%
Entonces 4p” — m? = 11, y de aqui, (2p + m)(2p — m) = 11. Como 11 es un ndmero primo, entonces 2p + m =11y 2p —
m =1,y de aqui m=5.

Aplicando la formula general obtenemos: x =

Por lo tanto 4p* — 11 =25y x = _3i2\/£ = _3;5 ,asique x;=-4 y x, =1.
SOLUCION 23.
Sea P el punto de interseccion de AM con BC. A

Llamemos x a la medida del angulo BAM. Como dicho angulo es inscrito

en la circunferencia, abre el arco BM al igual que el angulo BCM que X0 -
también mide x. Ademas, el angulo BAC mide 60°, asi que el angulo

MAC mide 60 — x.

De la misma forma, el angulo MAC es inscrito en la circunferencia con
arco MC, asi que el angulo MBC mide 60 — x también.

Los angulos ABC y ACB miden 60°, por lo que los angulos BMA y AMC

también miden 60° porque abren los arcos AB y AC. o0 p 40
C
A partir de los angulos anteriores obtenemos que los triangulos BPM y BN Jeo - x p
ACM son semejantes por el criterio AA. La razén de semejanza queda 80 | &0
como sigue:
BP BM PM M

AC AM CM



De igual manera, los triangulos CPM y ABM son semejanzas y la razén de semejanza es: cp :% PM

AB AM BM’
BM BP CM CP
Tomando en cuenta las razones anteriores, tenemos que: —=—y —=——.

AM AC ° AM AB

Como ABC es un triangulo equilatero resulta que AB = BC = AC.
BM+CM _BM CM BP CP BP CP _BP+CP _BC _

AM AM AM AC AB AC AC  AC AC

Sumando las razones anteriores obtenemos:

Y como W =1 se cumple que BM+CM=AM.
SOLUCION 24.
Cuando tenemos que |x|<a, entonces debe cumplirse que —a<x<a. Los numeros m que tenemos que encontrar
. | m-5 | 1 . 1 m-5 1
deben cumplir que < , s decir, — < < .
|2006m—2010| 2010 2010 2006m-2010 2010
Veamos las dos desigualdades:
1 < m-5 m-5 < 1
2010 2006m-2010 2006m-2010 2010
—(2006m -2010) < 2010(m - 5) 2010(m -5)< 2006m - 2010
—2006m +2010 <2010m -10050 2010m-10050 < 2006m —2010
12060 <4016m 4m < 8040
m>3 m < 2010

Asiquem=4,5,6,7, ..., 2006, 2007, 2008 y 2009. Por lo tanto, cumplen 2006 valores de m.

SOLUCION 25.

(a) Sea ab el nimero de dos digitos. Entonces queremos que ba :£+%£ :£% .

Veamos que E:%% es lo mismo que decir 10b+a:%(10a+b), 0 sea, 40b+4a=70a+7b y 33b=66aasi que

b=2a.

Sia =1, tenemos que b =2 por lo que se forma el 12.
Sia =2, tenemos que b =4 por lo que se forma el 24.
Si a = 3, tenemos que b = 6 por lo que se forma el 36.
Si a =4, tenemos que b = 8 por lo que se forma el 48.

El digito a no puede ser mayor que 4 porque b seria mayor o igual que 10 y b es un digito. Tampoco puede ser cero.
Asi que los numeros son: 12, 24, 36 y 48.

(b) Sea abc el nimero de tres cifras. Buscamos que cumplan:
cba = abc + > abc = —-abo
4 4

4cba = 7abc
4(100c +10b+a)=7(100a+10b +¢)
400c+40b+4a=700a+70b+7c
393c = 696a + 30b
131c =232a+10b

Como 2 divide al lado derecho, entonces 2 divide al lado izquierdo, pero 2 no divide a 131, asi que c es par, 2, 4,6 u
8. Observemos también que 131c y 232a tienen el mismo digito de las unidades, porque 10b termina en 0.



Analicemos cada caso:

+ Sic=2. Tenemos que 262 = 232a + 10b. Si a es mayor o igual que 2, se pasa, asi que a =1y por lo tanto b = 3.
De aqui resulta el niumero 132.

« Sic =4. Tenemos que 524 = 232a + 10b. Si a es mayor o igual que 4, se pasa, asi que a = 2 para que 232a
termine en 4, entonces b = 6. Asi obtenemos el numero 264.

% Sic=6. Tenemos que 786 = 232a + 10b. Asi que 232a termina en 6, por lotantoa=30a =8, perocona =8
tenemos que 232a = 1856. Asi que a = 3 y b = 9 para obtener el niumero 396.

+ Sic=8. Tememos que 1048 = 232a + 10b. Asi que 232a termina en 8, porlotantoa=40a =9, pero a =9 se
pasa, asique a=4yb =12, lo cual no es posible.

Por lo tanto, los numeros que cumplen son 123, 264 y 396.

SOLUCION 26.
Solucién del Problema 23.

SOLUCION 27.
Cada numero multiplo de 3 es de la forma 3k, los disminuidos en 1 de la forma 3k — 1 y los de la forma 3k — 2 son los
disminuidos en 2.

Caso 1: Los 3 vértices son del mismo tipo.
Si todos son del mismo tipo 3k, 3k — 1 6 3k — 2 la suma de cada dos vértices sera igual y por ende sus lados seran
todos del mismo color.

Caso 2: Hay 2 vértices del mismo tipo.
Como hay dos del mismo tipo y uno es distinto al sumar cualquiera de los que son iguales con el distinto obtendremos
2 del mismo tipo y por ende, habria dos del mismo color.

Caso 3: Si los 3 son distintos.
Supongamos que sus vértices son 3a, 3b — 1y 3c — 2. Por lo tanto, la suma de los vértices es:
3a+3b-1=3(a+b)-1 yresulta un lado rojo.
3a+3c—-2=3(a+c)—2 yresulta un lado verde.
3b-1+3c-2=3b+3c—-3=3(b+c)—3 yresulta un lado azul.
y en este caso hay tres lados distintos.

Ahora s6lo hay que ver de cuantas formas se eligen un numero de la forma 3k, uno de la forma 3k — 1 y uno de la
forma 3k — 2.

Del 1 al 40, hay 13 numeros de la forma 3k, 13 de la forma 3k — 1 y 14 de la forma 3k — 2. Por ende, la respuesta es
13 x 13 x 14 = 5746.

SOLUCION 28.
Primero probaremos que los triangulos EDC y BAC son semejantes. A
Como los angulos ADB y BEA son rectos, entonces el cuadrilatero
ABDE es ciclico. Por lo tanto:

ZAED + «DBA = 180° E
ZAED = 180° — «DBA = 180° — 62° = 118°
y como ZAED + #ZDEC = 180°, «DEC = 180° — 118° = 62° F

Pero por criterio AA, los triangulos EDC y BAC son semejantes. De
manera analoga tenemos que los triangulos AEF y ABC son
semejantes. Por lo tanto, ZAEF = 62°.
&
Por lo tanto, Z/FED = 180° - Z/AEF — /DEC B D C
/FED = 180° — 62° — 62° = 56°




